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補 微分方程式 
基本問題 & 解法のポイント 

60 

( )xy
dx
dy 32 -= の解 

(i) 032 =-y すなわち
2
3

=y のとき 

  0=
dx
dy

より，
2
3

=y は微分方程式 ( )xy
dx
dy 32 -= の解である。 

(ii) 032 =-y すなわち
2
3

¹y のとき 

xdx
y
dy

=
- 32

より， ò ò=-
xdx

y
dy

32
 

よって， Cxy +=- 232log （Cは積分定数） 

これより，
22

32 xCCx eeey ±=±=- +  

ここで， CeA ±= とおくと， ( )3
2
1 2

+= xAey （ Aは 0 でない任意の定数） 

( )3
2
1 2

+= xAey に 0=A を代入すると，
2
3

=y となり，これも解だから， 

(i)と(ii)をまとめて， ( )3
2
1 2

+= xAey （ Aは任意の定数） 

0=x のとき 1=y となるもの 

 ( )3
2
1 2

+= xAey に 1,0 == yx を代入すると， ( )3
2
11 += A より， 1-=A  

 よって， ( )3
2
1 2

+-= xey  
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61 
 曲線 ( )xfy = の各点 ( )( )00 , xfx における接線の方程式は ( )( ) ( )000 xfxxxfy +-¢=  

これが点 ÷
ø
ö

ç
è
æ + 0,

2
3

0
2

0 xx を通るから， ( ) ( )000
2

00 2
30 xfxxxxf +

þ
ý
ü

î
í
ì

-÷
ø
ö

ç
è
æ +¢=  

すなわち ( ) ( )00
2

00 2
10 xfxxxf +÷

ø
ö

ç
è
æ +¢=  

ここで，曲線 ( )xfy = の定義より， 0x は任意の正の実数だから，これを xとおくと， 

( ) ( )xfxxxf +÷
ø
ö

ç
è
æ +¢=

2
10 2  

これと， 0
2
12 ¹+ xx より， 

( )
( )

( )

xx

xx

xx

xxxf
xf

2
12

4
12

2
2

2
2
1

1

2

2

-
+

=

+
-=

+
-=

+
-=

¢

　　　

　　　

　　　
 

 これより，
( )
( ) òò ÷

ø
ö

ç
è
æ -

+
=

¢
dx

xx
dx

xf
xf 2

12
4  

したがって，積分定数をCとおくと， 

 

( )

2

2

12log

log12log

log212log2log

÷
ø
ö

ç
è
æ +

=

+÷
ø
ö

ç
è
æ +

=

+-+=

x
xe

e
x
x

Cxxxf

C

C

　　　　

　　　　  

 ( )
212
÷
ø
ö

ç
è
æ +

±=\
x
xexf C  

 さらに， ( ) 91 =f より， 239 ×±= Ce  1=±\ Ce  

 以上より， ( )
212
÷
ø
ö

ç
è
æ +

=
x
xxf  
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補足：微分方程式の別解 

( ) ( )xfxxxf +÷
ø
ö

ç
è
æ +¢=

2
10 2 より， ( ) ( ) ÷

ø
ö

ç
è
æ +¢-= xxxfxf

2
12  

( ) ( )
dx
xdfxf =¢ より， ( ) ( )

÷
ø
ö

ç
è
æ +-= xx

dx
xdfxf

2
12  

これより， 

( )
( ) dx

xxxx

dx
xf
xdf

÷
ø
ö

ç
è
æ -

+
=

+
-=

2
12

4

2
12

 

( ) ( )ò ò ÷
ø
ö

ç
è
æ -

+
=\ dx

xx
xdf

xf
2

12
41  

( )

2

2

12log

log12log

log212log2log

÷
ø
ö

ç
è
æ +

=

+÷
ø
ö

ç
è
æ +

=

+-+=\

x
xe

e
x
x

Cxxxf

C

C

　　　　　

　　　　　  

A 
213 

(1) 

 xyx
dx
dyy cossin =÷

ø
ö

ç
è
æ + より， ( ) x

dx
dyxxy sinsincos =-  

 0=y のとき 

  ( ) x
dx
dyxxy sinsincos =- が成り立つから， 0=y は微分方程式の解である。 

 0¹y のとき 

  dx
x

xxdy
y sin

sincos1 -
= より， òò ÷

ø
ö

ç
è
æ -= dx

x
xdy

y
1

sin
cos1  

  

{ }xee

eex

Cxxy

xC

Cx

sinlog

loglogsinlog

sinloglog

-

-

=

++=

+-=\

　　　　

　　　　  

  xeey xC sin-±=\  

  ここで， AeC =± とおくと， xAey x sin-= （ Aは 0 でない任意の定数） 
  0=A を代入すると， 0=y となるから， 0=A の場合も成り立つ。 

よって， xAey x sin-= （ Aは任意の定数） 
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(2) 

 p££ x0 において xey x sin-= と x軸とによって囲まれる図形の面積を求めると， 

0sin ³- xe x より， 

[ ]
[ ]

ò
ò
òò

--

--

---

--=

--=

+-=

pp

pp

ppp

0

00

000

sin1

sincos

cossinsin

xdxee

xdxexe

xdxexexdxe

x

xx

xxx

　　　　　　

　　　　　　  

 ( )1
2
1sin

0
-=\ --ò pp

exdxe x  

 よって， ( ) xexf x sin2 -±=  

補足 

 ( ) xexexe xxx cossinsin --- +-=
¢

 ・・・① 

 ( ) xexexe xxx cossincos --- --=
¢

 ・・・② 

 ①＋②より， ( ) ( ) xexexe xxx sin2cossin --- -=
¢

+
¢

 ( ){ }¢+-=\ -- xxexe xx cossin
2
1sin  

 よって， ( )[ ] ( )1
2
1cossin

2
1sin 00

-=+-= ---ò ppp
exxexdxe xx  

214 

(1) 
 ( )xfy = 上の点 ( )( )tft, ( )0>t での接線の方程式は ( )( ) ( )tftxtfy +-¢=  

 よって，点 P ( ) ( )( )xfxyx ,, = での接線が y軸と交わる点 Q の座標は ( ) ( )( )xfxfx +¢-,0  

 これより，△OPQ の面積は ( ) ( )xfxfxx +¢-
2
1

であり，これが 3

2
1 x と等しいから，

( ) ( ) 3

2
1

2
1 xxfxfxx =+¢-  すなわち 

( ) ( )
1

2
=

-¢

x

xfxfx
 ( )0>x  

 よって，
( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( )î
í
ì

<-¢-
³-¢

=
-¢

01
01

2 xfxfx
xfxfx

x
xfxfx

　　

　　　
 

 これと，
( ) ( ) ( )

2x
xfxfx

x
xf

dx
d

x
y

dx
d -¢

=÷
ø
ö

ç
è
æ=÷

ø
ö

ç
è
æ

より， 

( )
( )î

í
ì

<-¢-
³-¢

=÷
ø
ö

ç
è
æ

01
01

yyx
yyx

x
y

dx
d

　　

　　　
 

よって， ÷
ø
ö

ç
è
æ
x
y

dx
d

は一定である。 
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(2) 

 (1)より， 1±=÷
ø
ö

ç
è
æ
x
y

dx
d

すなわち
( )

1±=÷
ø
ö

ç
è
æ
x
xf

dx
d  

 
( )

1=÷
ø
ö

ç
è
æ
x
xf

dx
d

のとき 

  
( )

ò ò=÷ø
ö

ç
è
æ dx
x
xfd  

積分定数を 1C とおくと，
( )

1Cx
x
xf

+= より， ( ) xCxxf 1
2 +=  

  よって， ( ) 11 =f および ( ) 111 Cf += より， 01 =C  

  ゆえに， ( ) 2xxf =  

 
( )

1-=÷
ø
ö

ç
è
æ
x
xf

dx
d

のとき 

  
( )

ò ò-=÷ø
ö

ç
è
æ dx
x
xfd  

積分定数を 2C とおくと，
( )

2Cx
x
xf

+-= より， ( ) xCxxf 2
2 +-=  

  これと， ( ) 11 =f および ( ) 211 Cf +-= より， 22 =C  

  ゆえに， ( ) xxxf 22 +-=  

215 

 与えられた変数は hと tである。また，V は hの関数として表せる。 

よって， h
dt
dV

= を h
dt
dh

dh
dV

=× と変形し，これを解く。 

時刻 tにおける水の高さは hで，このときの水面の半径を r とすると， 

時刻 tまでに排出された水の総量は
33

22 hrHRV pp
-=  

また，容器と水が入った部分の相似比
H
h

R
r
= より，

H
Rhr =  

よって， ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
-=

÷
ø
ö

ç
è
æ

-= 2

32

2

2

333 H
hHR

h
H
Rh

HRV p
p

p  

これより，
dt
dhh

H
R

dt
dh

dh
H
hHRd

dt
dh

dh
dV

dt
dV

×-=×
ïþ

ï
ý
ü

ïî

ï
í
ì

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
-

=×= 2
2

22

32

3 p

p

 

よって， h
dt
dV

= より， h
dt
dhh

H
R

=×- 2
2

2p
 dt

R
Hdhh 2

2
2
3

p
-=\  
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 したがって， òò -= dt
R
Hdhh 2

2
2
3

p
 

 この積分定数をCとおくと， Ct
R
Hh +-= 2

2
2
5

5
2

p
 

 ここで， 0=t のとき Hh = より， CH =2
5

5
2  

 よって， 2
5

2

2
2
5

5
2

5
2 Ht

R
Hh +-=
p

 

 すべての水を排出したときの時刻をTとすると，このとき 0=h  

 よって， 2
5

2

2

5
20 HT

R
H

+-=
p

より， HRT 2

5
2 p=  

B 
216 

(1) 

 
( ) ( ) ( )

( ) ( )òò
ò

-+=

-+=

xx

x

dtttfdttfx

dttftxxf

00

0

1

1

　　

 

 より， 

 
( ) ( ) ( ) ( )

( )ò
ò

=

-+=¢

x

x

dttf

xxfxxfdttfxf

0

0

　　　

 

 よって， ( ) ( )xfxf =¢¢  

 ゆえに， 

( )
( )

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

1=
¢+

+¢
=

¢+
¢¢+¢

=
¢

　　　

　　　
xfxf
xfxf
xfxf
xfxf

x
x

f
f

 

(2) 

 
( )
( ) 1=
¢
x
x

f
f

より， ( )
( ) 11

=×
dx
xd

x
f

f
 ( ) ( )ò ò=\ dxxd

x
f

f
1  

 したがって，積分定数をCとおくと， ( ) Cxx +=flog より， ( ) xCeex ±=f  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 101000
0

0

0

0
=+-+=¢+= òò dttfdttftfff および ( ) Ce±=0f より， 1=± Ce  

 よって， ( ) ( ) ( ) xexxfxf =¢=¢+ f  
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  これより， ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) xxxxx exfxfexfexfexfe 2=¢+=¢+=
¢

 

  よって，積分定数をDとすると， ( ) Dexfe xx += 2

2
1  

  ここで， ( ) ( ) ( ) 1010
0

0
=-+= ò dttftf および ( ) Defe += 00

2
10 より，

2
1

=D  

  ゆえに， ( )
2
1

2
1 2 += xx exfe より， ( ) ( )xx eexf -+=

2
1  

217 

(1) 

 

( ) ( ) ( ) ( )
( )
2

00111

0020cos0
0

0

00

=
--×+=

¢--×-+= ò

　　

　　

dttfteef

 

 ( ) ( ) ( ) ( )òò ¢+¢--+= - xxxx dttftdttfxxxeexf
00

2cos より， 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )ò
ò
¢--+--=

¢+¢-¢--+-+-=¢

--

--

xxxxx

xxxxx

dttfxeexee

xfxxfxdttfxeexeexf

0

0

2sincos

2sincos

　　　

 

 よって， 

 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

2
02011111

20sin0cos0
0

0

0000

-=
--×+-×-=

¢--+--=¢ ò

　　　

　　　

dttfeeeef

 

(2) 

 ( ) ( ) ( )( )xfxfexg x ¢+=¢  

 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( )[ ] ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )ò
ò

ò
òò

-+=

=-++--+=

-+---+=

¢+¢--+=

-

-

-

-

xxx

xxx

xxxx

xxxx

dttfxee

fdttfxxfxxxfxxee

dttfttffxfxxxee

dttftdttfxxxeexf

0

0

00

00

cos

2022cos

02cos

2cos

　　

　　　　

　　



 

 より， ( ) ( ) ( ) ( )xfxeexeexf xxxx -+-+-=¢ -- sincos   

よって， ( ) ( ) ( ) ( )xxexxexfxf xx sincossincos +--=¢+ -  

ゆえに， ( ) ( ) xxxxexg x sincossincos2 ---=¢  
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(3) 

( ) ( ){ }
( ) cxdxxxe

dxxxxxedxxg

x

x

cossinsincos

sincossincos

2

2

+--=

---=¢

ò
òò

　　　　
 

 ここで， 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )ò

ò

òò

---=

þ
ý
ü

î
í
ì --++-=

----=-

dxxxexxe

dxxxexxexxe

dxxxexxedxxxe

xx

xxx

xxx

sincos
4
1sincos3

4
1

sincos
2
1cossin

2
1

2
1sincos

2
1

cossin
2
1sincos

2
1sincos

22

222

222

　　　　　　　　　

　　　　　　　　　  

より， ( ) ( ) 1
22 sincos3

5
1sincos Cxxedxxxe xx +-=-ò （ 1C は積分定数） 

よって， 

( ) ( ) Cxxxxexg x ++--= cossinsincos3
5
1 2 （Cは積分定数） 

すなわち ( ) ( ) Cxxxxexfe xx ++--= cossinsincos3
5
1 2  

また， ( ) ( ) Cefe ++--= 0cos0sin0sin0cos3
5
10 00 ， ( ) 20 =f より， 

C+=
5
82  

5
2

=\C  

ゆえに， ( ) ( ) ÷
ø
ö

ç
è
æ +-+-= -

5
2sincossincos3

5
1 xxexxexf xx  

補足 ( )ò - dxxxe x sincos2 の別解 

( ) xexexe xxx sincos2cos 222 -=
¢

 

( ) xexexe xxx sin2cossin 222 +=
¢

 

より， 

( ) ( ) xexexe xxx cos5sincos2 222 =
¢

+
¢

 ( ){ }¢+=\ xxexe xx sincos2
5
1cos 22  

( ) ( ) xexexe xxx sin5sin2cos 222 -=
¢

-
¢

 ( ){ }¢+-=\ xxexe xx sin2cos
5
1sin 22  

よって， ( ) ( ) 1
22 sincos3

5
1sincos Cxxedxxxe xx +-=-ò  


